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Résumé - Le but de cette note est d’unifier les approches existantes au calcul des variations
stochastique et de les étendre a certaines martingales qui peuvent étre construites par change-
ments de temps sur les espaces de Wiener et de Poisson. Les structures de ’analyse stochastique
sur ’espace de Wiener sont préservées en introduisant des espaces de Cameron-Martin aléatoires.

Stochastic Calculus of Variations for Martingales

Abstract - The aim of this note is to unify the existing approaches to the stochastic calculus
of variations and to extend them to some martingales that can be constructed by time changes
on the Wiener and Poisson spaces. The structures of stochastic analysis on Wiener space are
preserved by the introduction of random Cameron-Martin spaces.

Abridged English Version

Let (My)icr, be a real locally integrable martingale starting from 0, with jumps of height
one on a probability space (9, (F;), Foo, P), with the decomposition M = M® + X —
v, where (M{)ier, is the continuous part of (M;)ier,, (Xi)ier, is a point process on
R independent of (Mf)er,, and ()ier, is the compensator of (X;)er,. Let f =<
M€ > denote the quadratic variation of (M;);cr,. There is a Wiener process (By)icr,
and a Poisson process (N;)ier, such that M¢ = Bo 8 and X = Nowv. Let (FP)
and (F}Y) denote the filtrations generated by (Bi)icr, and (Ni)ier,. We assume that
the trajectories of (5;)icr, and (1¢)icr, are continuous and strictly increasing, and that
(B Diery s resp. (v Dier,, is (FP), resp. (FN)-adapted. Let (hx)ren be an orthonormal
basis of L*(R,dt), let &, = [3° hy(t)dB; and denote by 73 the time between the jumps
k and k + 1 of (Ny)ier,, kK € N. Let P be a dense set of smooth cylindrical functionals
in L?(2), and denote by D, resp. D, the gradient operator on the Wiener, resp. Poisson
space, cf. [1], [2], [3]. We define a closable gradient operator D and a random Cameron-
Martin space H as

A

DF = ((DF)o 3,(DF)ov), F e P,

and

H = {(u,v) : Ry — R? measurable : | (u,v) |}= /OO u?(t)dB; + /Oo v (t)dyy < oo} :
0 0

Then | DF |4=| DF |%2(R+) + | DF |%2(R+), F € P. This definition of D is consistent
with the notions of derivation introduced in [4], [5], [6], [1]. We define the adjoint D* of
D with D*((u,v)) = 0(uo 37') + d(vorv™t), u,v being smooth processes. It satisfies to

E[FD*(u)] = E[(DF. u)).

Proposition 1 Let (u)ier, be (Fi)-predictable with E[[5° u*(t)(df; + dvy)] < co. Then
(u,u) € Dom(D*) and D*((u,u)) coincides with the stochastic integral of u with respect
to (Mt)teR+ :

D ((u,u)) = /Ooo w(t)dM,.



The space L?(Q) has the chaotic decomposition
L2(Q) = @ Cn,m7

n,meN
where Cp = {Lnm(faun) ¢ fom € L*(R4)°" o *(N)°™}, and I,,,, is defined with the
Hermite and Laguerre polynomials.
Proposition 2 We have D*D = 6D + 6D, hence

D*Djn,m(fn,m) = (n + m)[n,m(fn,m)a fn,m € L2(R+)On © ZQ(]N)Oma n,m € N.

The usual results of stochastic analysis can be expressed with D, D*, and applied to
the functionals of (M;)icr,. In particular, Sobolev spaces ID, ) can be defined on € as
the completion of P with respect to || F |l,x=| (I + D*D)*?F |,, p > 1, k € Z, and
if € N,ID,; satisfies to (DF,DF)y' € Np=1 LP(, Fs), then I has a C* density, cf.
[7], [8]. Finally, we notice that other constructions are possible for the gradient and its
adjoint. For instance, consider the process X = 3,50 lgn+146,,00[ Where (O)ren is a
collection of i.i.d. uniform random variables on [—1,1]. It is possible to define D in such a
way that its adjoint extends the stochastic integral with respect to (X;)icr, compensated
with dt/2 instead of dvy, and in this case the spectral decomposition of D*D involves the
Legendre polynomials instead of the Hermite or Laguerre polynomials, cf. [9].

1 Introduction

L’un des objectifs du calcul des variations stochastique est d’obtenir des conditions pour
'existence des densités de fonctionnelles d'un processus stochastique, cf. [10] sur I'espace
de Wiener et [4], [11], [12], [5] par perturbation de processus ponctuels. Un autre but
est la construction du calcul stochastique anticipatif, cf. [6] sur I'espace de Wiener et
[1], [2] pour le processus de Poisson standard, par perturbation infinitésimale des instants
de saut. L’objet de cette note est d’unifier et d’étendre dans le cas unidimensionnel
les approches citées plus haut, en considérant une martingale réelle (M;);cr, ayant une
partie continue et des sauts de hauteur un. En utilisant les opérateurs gradient sur
les espaces de Wiener et de Poisson standard, on construit par changement de temps
un gradient pour les fonctionnelles de (M;);ecr,. Du point de vue du calcul anticipatif,
I’adjoint de ce gradient étend a des processus non adaptés l'intégrale stochastique par
rapport a (M;)ier,. Du point de vue de I'analyse fonctionnelle, la composition de ce
gradient et de son adjoint permet de transporter les structures classiques, en particulier les
décompositions chaotiques, et donc de transcrire et d’appliquer les résultats de régularité
de densités existant sur I’espace de Wiener. Ce transport de structure rappelle la méthode
de [13], qui concerne le calcul stochastique sur les groupes de Lie. Dans le cas ou la
martingale considérée est le processus de Wiener ou un processus ponctuel compensé on
retrouve les constructions de [6] ou de [4] et [5] qui utilisent le théoréme de Girsanov.

2 Le processus considéré

Soit une martingale réelle localement de carré intégrable (M, ),er, partant de zéro, a sauts
de hauteur un sur (€, (%), Foo, P), ot (F) est la filtration engendrée par (M;)cr,. On



a la décomposition
M=M~+X—u,

ol (Mf)ier, est la partie continue de (My)er., , (X¢)ier, est un processus ponctuel sur Ry
indépendant de (M{)ier,, et (V¢ )ier, est le compensateur de (X;)er, . Soit =< M >
la variation quadratique de (M{)ier,. On suppose que limy_.. ¢ et limy ooy = 00
p.s. Alors, cf. [14], il existe un processus de Wiener (B;);er, et un processus de Poisson
(Ne)ier, tels que M© = BofBet X = Nowv. Soient (Ff) et (F}) les filtrations engendrées
par (Bi)wer, et (Ni)ier, . On fait les hypotheses suivantes:

(i) Les trajectoires de (3 ):cr, et (v4)icr, sont continues et strictement croissantes.

(ii) Le processus (B; )ier,, resp. (V7 iery, est (FP), resp. (FV)-adapté.
Soit (hg)ken une base orthonormée de L*(R,dt). On pose & = [5° hy(t)dB; et on note
7 lintervalle de temps entre les sauts k et k + 1 de (N;)ier,, k € N. Soit P I'ensemble
des fonctionnelles F' de la forme

F:f(607 751177—07"' 77_71)7

ot f € C®(R*""?) et n € N. Par I'hypothese (ii), Foo = FZVFY, donc P est dense dans
L2(Q, Fy). Lopérateur gradient D, resp. D, sur l'espace de Wiener, resp. de Poisson
standard est défini de la fagon suivante si F' est de la forme ci-dessus, cf. [1], [2], [3]:

k=n

DF = > hOif oy 1 EnTos - s o),

k=0

k=2n+2

DF = — Z 1]TkaTk+1]akf(§07 &y Tos ’Tn)’
k=n+2

ou 1l = Z’g_l 7; est le k-ieme temps de saut de (Ny)ier,. On sait que I'opérateur ﬁ,

resp. D, est fermable de L2(Q) dans L2(Q)® L2(Ry.), et que son adjoint non borné 4, resp.
0, étend a des processus anticipants l'intégrale de Wiener, resp. de Poisson compensée.

3 Le gradient et son adjoint
Définition 1 On pose pour F € P
DF = ((DF)o 3,(DF)ov). (1)
On définit un espace de Cameron-Martin aléatoire
H = {(u,v) : Ry — R? mesurable : | (u,v) |3= /OOO u?(t)dB; + /OOO v (t)dyy < oo},
et on pose
Lo(M) = {(u, v): Q x Ry — R?* mesurable : E [| (u,v) |§{} < oo}

Il est clair que pour F € P,

| DF |},=| DF ‘%2(R+) +| DF |2L2(R+)7 (2)

donc D est fermable de L?(2) dans Ly(M). De plus:



Remarque 1 Choisissons F € P, F = f(Ty,...,T,), une fonctionnelle réguliere de
(Xt)ier,, et (0,h) € Lo(M). Alors

~ k=n v (Ty)
DF. 0.0 = (DF) oMo =3 0uf T T) [ i)
k=1

d l/*l(Tl) v=H(Ty)
— _d?f (/0 (14 eh(t))dy,, ... ,/0 (1+ 6h(t>)dl/t> =0 -

Ceci signifie que (DF, (0,h))y est défini par perturbation infinitésimale du k-ieme temps
de saut v~ 1(T}) de (Xt)ier, en

1 (/Oul(Tk)(l n 5h(t))dyt> ’

e € R, et on retrouve le type de perturbation introduit par [4] pour les processus de Lévy
et par [5] pour les processus ponctuels. On pose

k=n
U:{Z(ukhkoﬁ,vkhkoy) : UQ,...,Un,UO,...UnEP,TLEN},
k=0

qui est dense dans Lo(M).
Définition 2 On définit D* : U — L*(Q) par D*((u,v)) = d(uo f7) +d(v o vY).

Il est clair que
E[FD*(u)] = E[(DF,u)y] F €P, ucl,

donc D* : Lo(M) — L?(Q) est fermable et adjoint de D. De plus, I'opérateur D* coincide
avec l'intégrale stochastique par rapport a (M;),cr, sur les processus prévisibles dans

EQ(M):

Proposition 1 Si (u;)er, est (F;)-prévisible et E[[;° u?(t)(df+dv)] < oo, alors (u,u) €
Dom(D*) et

D* (4, 1)) = /Om w(t)dM,.

(Pour (u,v) € U, les intégrales [ u(t)dM et [5° v(t)d(X; — 1) sont définies par leurs
sommes de Riemann).

Preuve. Si (u,u) € Lo(M) est (F;)-prévisible, uo 37 uor=t € L*(Q, L?(R,)), et uo 371,
resp. uov ' est (FPV FY), resp. (F) v FB)-prévisible par les hypotheses (i) et (ii),
donc

D*((u, 1)) = $(uoB~Y) +8(uov) :/Ooou(ﬁtl)dBt+/Ooou(z/t1)d(Nt—t) :/Ooou@)th,

cf. [14], car sur les processus (FPV FY), resp. (F¥ V FB)-prévisibles de carré intégrable,
0, resp. 0, coincide avec l'intégrale stochastique de Wiener, resp. de Poisson compensée,
ct. [6], [1], [2]. .



Par ailleurs, on pour (u,v) € U:
D'((wv) = [ u®ad;+ [ o —v) — [T DM (we 57 1)as,

. /Ooo DO (vo v\ (t))du.

Nous remarquons qu’en plus de 1'égalité de normes (2), la structure chaotique de ’espace
de Wiener est préservée par la composition de D* et D. Soit (ex)ren la base canonique
de [?(N). On sait qu'il est possible de construire des applications linéaires bornées I, , :
L*(Ry)*" 0 P(N)°™ — L*(Q) par

Inm(hom hond oe/™o---0 e?m” H n Hy, (&) H m;!L

avec ky # -+ F kg, L # - F Ly, i+ -+ ng =n, my + - +my, = m, al'aide des
polynomes de Hermite (H,),en et de Laguerre (Lj)nen, cf. [2], [7]. Ces applications
réalisent une décomposition en somme directe orthogonale L*(Q)) = Dr.men Cnm, OU
Com = {Lnm(fom) + fam € L*(R4)°" o [*(N)°™}, et peuvent étre interprétées commes
des intégrales stochastiques multiples. De plus, C,, ., est un sous-espace propre de valeur
propre n, resp. m, pour 6D, resp. 6D.

Proposition 2 On a D*D = 6D +6D. Par conséquent,
DDl frm) = 0+ 1) Lo (Frm)s  fam € L2 (R o P(N)°™,  n,m € N.

Les théoremes usuels de I'analyse stochastique peuvent donc étre exprimés avec D, D*,
et appliqués aux fonctionnelles de (M;)ier, . Par exemple, on peut définir des espaces de
Sobolev sur Q par || F ||, x=|| (I+D*D)*2F |,, p > 1, k € Z, en posant D, = Pllrk et
Do = Mps1pez Dy Alors si F € Dy, vérifie (DF, DF)y' € Nps1 LP(Q, Foo), F admet
une densité C*, cf. [7], [8]. Comme sur I'espace de Wiener, c’est I’adjoint d’une extension
de 'intégrale stochastique qui permet d’exprimer des conditions de régularité de densités.

4 Une autre construction dans le cas de la densité
uniforme.

Considérons sur Q = ([—1,1],dz/2)®> le processus ponctuel X = 3,50 Lnt146,,00 OU
0. est la k-ieme projection canonique de € dans [—1, 1], £ € N. Le compensateur (v4);er,
de (Xi)ter, est donné par dvy = 3,50 m1[2n72n+1+9n[(t)dt, donc I'hypothese (i) n’est
pas vérifiée. On remarque, cf. [9], qu’il est possible de poser

k=n
DF =-3 ((1 — Ok) L2 on4146,) — (1 + ek)1]2n+1+9k,2n+2]> Ocf(Bo,... ,0n),
k=0
pour ' € P, F = f(0,...,0,), ce qui est une variante de l'expression (1) proposée

plus haut. Alors adjoint D* de D dans L?(Q) ® L*(R., dt/2) étend cette fois 'intégrale
stochastique par rapport a (X;)icr, compensée avec dt/2 et non duy, et la décomposition
spectrale de D*D s’obtient a I’aide des polynomes de Legendre, orthogonaux sur ([—1, 1], dz/2),
et non plus avec les polynomes de Hermite ou de Laguerre.
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